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1 欧拉反正切公式与莱布尼兹公式的比较
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n=0
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2n+ 1
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欧拉的公式是第一个，莱布尼兹用的公式是第二个。第二个公式也叫格里高
利 (J.Gregory) 公式，当 x = 1 时，得到的就是大家最喜闻乐见的莱布尼兹
公式。比较两者的不同，主要是自变量的定义域不同。欧拉的公式显然更具
备普遍性，在实数范围内总能收敛。

2 这个双阶乘的比原来是个定积分

如果推导过 Wallis 连乘公式，就会发现，欧拉公式中的双阶乘之比是个定
积分。 ∫ π
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2 这个双阶乘的比原来是个定积分 2

下面简略证明之，由积分公式∫
sinn xdx = − 1

n
sinn−1 x cosx+

n− 1

n

∫
sinn−2 xdx

在上式中设定积分界限，0 到 π
2
，可得

∫ π/2

0
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n− 1

n

∫ π
2

0

sinn−2 xdx for n > 1

然后用一个奇数 2m+ 1 代替 n，“递归下降”，得到
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即有 ∫ π
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3 证明

证明. 把这个积分代入欧拉公式的右边，得到
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=
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= arctan t

= left
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So, we get
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∞∑
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