
π 是无理数

1 证明前的准备工作

这里给出一个“初等”的证明。在证明之前，进行两项考察。

1.1 第一项考察

考察函数

fn(x) =
xn(1− x)n

n!

在 0 < x < 1 的条件下它满足

0 < fn(x) <
1

n!

通过考虑实际乘开 xn(1−x)n 所得的式子，揭示出函数 fn 的一个重要性质.
此式 x 的幂的最低次数为 n，最高次数为 2n，于是 fn 可以写成如下形式

fn(x) =
1

n!

2n∑
i=n

cix
i

其中 ci 是整数. 很清楚，此式有

f (k)
n (0) = 0, 若 k < n 或 k > 2n

1



1 证明前的准备工作 2

其次

f (n)
n (x) =

1

n!
[n!cn +含x的各项]

fn+1
n (x) =

1

n!
[(n+ 1)!cn+1 +含x的各项]

...

f (2n)
n (x) =

1

n!
[(2n)!c2n]

这表示

f (n)
n (0) = cn

f (n+1)
n (0) = (n+ 1)cn+1

...

f (2n)
n (0) = (2n)(2n− 1) · · · (n+ 1)c2n

这里，各式右端都是整数，于是

f (k)
n (0)对于所有的k都是整数

由关系
fn(x) = fn(1− x)

可以推出
f (k)
n (x) = (−1)kf (k)

n (1− x)

从而
f (k)
n (1)对于所有的k也是整数

1.2 第二项考察

若 a 是任意数，且 ε > 0, 则对于充分大的 n，我们将有

an

n!
< ε
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要证明这一点，只需要注意，如果 n ≥ 2a，则

a(n+1)

(n+ 1)!
=

a

n+ 1
· a

n

n!
<

1

2
· a

n

n!

现设 n0 是满足 n0 ≥ 2a 的任意自然数，则不论值 an

(n0)!

可能等于多少，下面各值都满足

an0+1

(n0 + 1)!
<

1

2
· a

n

n0!

an0+2

(n0 + 2)!
<

1

2
· an0+1

(n0 + 1)!
<

1

2
· 1
2
· a

n

n0!

...

an0+k

(n0 + k)!
<

1

2k
· an0

(n0!)

若 k 大到满足
an0

(n0)!ε
< 2k

则

an0+k

(n0 + k)!
< ε

2 证明 π2 是无理数

定理 1. π2 是无理数.

(注意：由 π2 是无理数可以推导出 π 是无理数，因为如果 π 是有理数，则
π2 一定也是有理数.)
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证明. 假设 π2 是有理数，则
π2 =

a

b

对某整数 a 和 b 成立. 令

1.

G(x) = bn[π2nfn(x)−π2n−2f (2)
n (x)+π2n−4f (4)

n (x)−· · ·+(−1)nf (2n)
n (x)]

注意每一个因子

bnπ2n−2k = bn(π2)n−k = bn(
a

b
)n−k = an−kbk

都是整数. 因为 f
(k)
n (0) 和 f

(k)
n (1) 都是整数，这就证明

G(0)和G(1)都是整数.

2. 将 G(x) 微分两次，得

G
′′
(x) = bn[π2nf

′′

n (x)− π2n−2f (4)
n (x) + · · ·+ (−1)nf2n+2

n (x)]

其中，最后一项 (−1)nf2n+2
n (x) 为 0.

3. 将上述两式相加，给出

G
′′
(x) + π2G(x) = bnπ2n+2fn(x) = π2anfn(x)

令
H(x) = G′(x)sinπx− πG(x)cosπx

由上，得

H ′(x) = πG′(x) cosπx+G′′(x) sinπx− πG′(x) cosπx+ π2G(x) sinπx

= [G′′(x) + π2G(x)] sinπx

= π2anfn(x) sinπx
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又根据微积分第二基本定理，

π2

∫ 1

0

anfn(x) sinπxdx

= H(1)−H(0)

= G′(1) sinπ − πG(1) cosπ −G′(0) sin 0 + πG(0) cos 0

= π[G(1) +G(0)]

因而

π

∫ 1

0

anfn(x) sinπxdx是一个整数

另一方面，
0 < fn(x) <

1

n!
,对于0 < x < 1

于是
0 < πanfn(x) sinπx <

πan

n!
,对于0 < x < 1

所以

0 < π

∫ 1

0

anfn(x) sinπxdx <
πan

n!

这一推理与 n 的值无关. 现假设 n 足够大，则

0 < π

∫ 1

0

anfn(x) sinπxdx <
πan

n!
< 1

这是荒谬的，因为前文证明这个积分是一个整数，而在 0 和 1 之间不存在
一个整数. 因而，最初的假设一定不正确. 所以：π2 是无理数.

定理 2. π 是无理数.


